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Zadanie 1

Dana jest prosta y=2x+m

a). Wyznacz liczbę punktów wspólnych prostej y=2x+m z parabolą

y=x
2
-2x-3 w zależności od parametru m.

b). Na prostej y=2x+m, gdzie m=1 zaznaczono odcinek AB

długości odcinka gdzie A(1, 3). Wyznacz punkt B.

c). Rozwiąż układ równań: 

{
kx-2y=3

3x+ky=2

Dla jakich wartości parametru k proste przecinają się w II ćwiartce

układu współrzędnych

Rozwiązanie

a). Liczba punktów wspólnych prostej i paraboli jest równoznaczna

z liczbą rozwiązań układu równań:

{
y=2x+m

y=x
2
-2x-3

Liczba rozwiązań układu jest równoznaczna z liczbą rozwiązań

równania: 2x+m=x
2
-2x-3

tzn. x
2
-4x-3-m=0

Równanie to jest równaniem kwadratowym i liczba jego rozwiązań

zależy od wyróżnika 

=16-4(-3-m)=16+12+4m=4m+28

Jeżeli >0 <=> 4m+28>0 <=> m>-7, to równanie, a tym samym

układ ma 2 rozwiązania

Jeżeli =0 <=> m=7, to układ ma 1 rozwiązanie

Jeżeli <0 <=> m<7, to układ nie ma rozwiązań

Odp. Dla m>7 parabola i prosta mają 2 punkty wspólne

Dla m=7 parabola i prosta mają 1 punkt wspólny

Dla m<7 parabola i prosta nie mają punktów wspólnych

b). Na prostej y=2x+1 zaznaczono odcinek AB. Punkt A=(1, 3),

punkt B leży na prostej y=2x+1 w odległości od punktu A,

tzn. |AB|= 

Niech B=(x, y) i y=2x+1 (ponieważ punkt B leży na prostej)

więc B=(x, 2x+1)

|AB|=

=

czyli: (x-1)
2
+(2x-2)

2
=45

x
2
-2x+1+4x

2
-8x+4=45

5x
2
-10x-40=0  /:5

x
2
-2x-8=0

=4+32=36 => x=(2-6)/2=2 lub x=(2+6)/2=4

Stąd: B=(-2, 2ŮÚ(-2)+1) lub B=(4, 2ŮÚ4+1)

czyli

odp. B=(-2, -3) lub B=(4, 9)

c). Rozwiązujemy układ równań:

{
kx-2y=3  /ŮÚk i k 0

3x+ky=2  /ŮÚ2 (metodą przeciwnych współczynników

wyznaczamy x)

{
k

2
x-2ky=3k

6x+2ky=4

________________+

x(k
2
+6)=3k+4

Ponieważ k
2
+6 0 dla k R, to

Wyznaczamy y metodą przeciwnych współczynników

{
kx-2y=3  /ŮÚ(-3)

3x+ky=2  /ŮÚk k 0

Dla k=0 

{
0x-2y=3

3x+0y=2

{
x=2/3

y=-3/2 To rozwiązanie nie spełnia warunku

przynależności punktu do II ćwiartki.

Rozwiązanie 
i 

ma wyznaczyć punkt z II

ćwiartki, czyli x<y i y>0, tzn.

{
<0

>0

Ponieważ k
2
+6>0 dla k R to układ przyjmuje postać:

{
4+3k<0

2k-9>0

{
k<-4/3

k>9/2 => k

Odp. Nie istnieje taka wartość parametru k, dla której proste

przecinają się w II ćwiartce układu.

Zadanie 2

Funkcja f(x) dana jest wzorem f(x)=x
2
-2xcos +sin

2
, 

gdzie

a). Dla oblicz najmniejszą i największą wartość funkcji

f(x) w przedziale <0, >

b). Dla jakich wartości parametru pierwiastki

równania f(x)=0 spełniają równanie x1

2
+x2

2
=3

c). Dla =0 znajdź długość odcinka łączącego punkty przecięcia

wykresu funkcji f(x) z prostą y=-3x+2

Rozwiązanie

a). Dla funkcja przyjmuje postać: f(x)=x
2
- x+1/4

Aby obliczyć najmniejszą i największą wartość funkcji w

przedziale <0, >, należy

*) obliczyć wartość funkcji w 0 i :

f(0)=1/4, f( )=1/4

**) Wyznaczyć współrzędne wierzchołka paraboli:

i 

Ponieważ , to istotna jest wartość f( /2)=-1/2

z *) i **) otrzymujemy

Odp. Największą wartością funkcji w <0, > 

jest f(0)=f( )=1/4, a najmniejszą f( /2)=-1/2

b). Rozpatrujemy równanie: x
2
-2xcos +sin

2
=0,

Równanie to posiada rozwiązanie gdy >= 0

=4cos
2

-4sin
2

=4(cos
2 

-sin
2

)=4cos2

>=0 <=> 4cos
2
2 >=0 <=>

i 

stąd

Dla wyznaczonych istnieją rozwiązania x1 i x2,

które mają spełnić warunek: x1

2
+x2

2
=3

Po przekształceniu: (x1+x2)
2
-2x1x2=3

Korzystając ze wzorów Viete’a: (-b/a)
2
-2ŮÚ(c/a)=3   <=>

4cos
2

-2sin
2

=3  <=>  6cos
2

=5  <=>  cos
2

=5/6

Otrzymujemy 2 rozwiązania: cos = lub cos =-

a biorąc pod uwagę warunek

rozwiązaniem jest cos =

24
O

Odp. Dla parametru takiego, że cos = są spełnione warunki

zadania.

c). Dla =0 f(x)=x
2
-2x

Aby wyznaczyć punkty wspólne prostej y=-3x+2 i f(x),

rozwiązujemy układ:

{
y=x

2
-2x

y=-3x+2

{
-3x+2=x

2
-2x

y=-3x+2

{
y=-2

y=8

{
y=1

y=-1

Oznaczając A=(-2, 8) i B=(1, -1) liczymy odległość punktów 

Odp. Długość odcinka wynosi 

Zadanie 3

Dana jest funkcja

a) Sporządź wykres funkcji f(x) i określ przebieg zmienności

funkcji

b) Rozwiąż nierówność 

c) Ze zbioru A={f(-1), f(0), f(1), f(2), f(3), f(4), f(5)} losujemy bez

zwracania dwie liczby. Jakie jest prawdopodobieństwo, że obie

liczby będą tych samych znaków?

Rozwiązanie

a) Przykład można rozwiązać na dwa sposoby:

I metoda - przebieg zmienności funkcji

1
O

D=R\{-4}

2
O

3
O

Funkcja posiada asymptotę pionową: x=-4 i asymptotę poziomą

y=2

4
O

Punkty przecięcia z osią Ox: =0 <=> 2x=3 <=> x=3/2 

z osią Oy: y=-3/4

5
O

Pochodna funkcji f’(x)=11/(x+4)
2

D’=D=R\{-4}

Ponieważ f’(x)>0 dla x D, to

*) funkcja y=f(x) jest rosnąca dla x (- , -4) i x (-4, )

**) funkcja y=f(x) nie posiada ekstremów

6
O

Tabela zmienności

7
O

Wykres

II metoda - wykres funkcji homograficznej

wzór przekształcony:

Rozwiązania zadań z matematyki






